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В даній статті представлено альтернативний спосіб розробки оптимального керування з 
допомогою управляючої функції Ляпунова для дизельного двигуна, який оснащений системою 
рециркуляції відпрацьованих газів і турбокомпресором змінної геометрії. Розраховуються 
параметри управляючої функції Ляпунова для досягнення стійкості контролера, розроблено 
алгоритм оптимізації функції Ляпунова з метою отримання його кращої продуктивності. 
Запропонований підхід дозволяє замість використання тривіальної квадратичної функції Ляпунова, 
перейти до більш загальної функції Ляпунова з додатковими ступенями свободи. Можливість 
маніпулювання і підбору параметрів згідно умов стійкості сприятимуть поліпшенню якості 
керування. Представлено спосіб пошуку параметрів оптимального керування на базі узагальненої 
форми управляючої функції Ляпунова для досягнення критерію якості. Основною є умова від’ємності 
похідної Лі функції Ляпунова, що є функціональною нерівністю залежною від стану системи і 
формулюється як задача лінійних матричних нерівностей з обмеженнями. Вона може бути 
вирішена шляхом перетворення її в задачу SOS оптимізації з використанням програмної технології 
SOS-tools. Перевірено різні функції Ляпунова на базі обчислювальних експериментів з метою 
отримання більш високої продуктивності.  
Ключові слова: технологія “суми-квадратів”, керування з допомогою функції Ляпунова, 
оптимальне керування, модель дизельного двигуна. 
 
This article presents an alternative way to develop an optimal control for a diesel engine equipped of 
EGR system and variable geometry turbocharger by using of control Lyapunov functions. The parameters of 
control Lyapunov functions to achieve stability of the controller are calculated, the developed algorithm of 
optimization of the Lyapunov function is aimed to obtain a better performance of the controller. Proposed 
approach allows instead of  trivial quadratic Lyapunov function, use  more general Lyapunov function with 
additional degrees of freedom. The possibility of manipulation and selection the parameters under the 
condition of stability will  improve the quality of control. The method of finding optimal control parameters 
based on a generalized form of the management Lyapunov function to achieve the quality criterion is 
presented. The main condition is negativity of Lee derivative of Lyapunov function, it is depended on 
functional inequalities of the system and formulated as linear matrix inequalities with restrictions. It can be 
solved by turning it into a problem of SOS optimization, it can be solved using software technologies of SOS-
tools. 
Keywords: Sum-of-Square technology, control via Lyapunov functions, optimal control, diesel engine 
model. 
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Вступ 
У зв'язку із зростанням екологічних вимог 
протягом останніх років аналіз і керування 
технічними системами є одними з найбільш 
складних проблем [1]. Тому проектування 
ефективного керування є ключовою вимогою, що 
пред'являється до сучасних технологій двигунів 
внутрішнього згоряння [2-4]. Цього можливо 
досягти на базі сучасних математичних методів 
моделювання та аналізу динамічних систем. 
Дизельні двигуни, оснащені технологіями 
рециркуляції відпрацьованих газів (Exhaust Gas 
Recirculation, далі - EGR) і турбокомпресором 
змінної геометрії (Variable Geometry Turbine, далі 
-  VGT)  із запалюванням через стиснення є 
хорошими рішеннями для застосування в 
автомобільній техніці через їх низьку витрату 
палива і довговічність. Шкідливі викиди, в т.ч. 
оксидів азоту можуть бути зменшені за рахунок 
збільшення кількості фракції відпрацьованих 
газів (EGR-фракції) впускного колектора, а 
кількість диму може бути зменшена за рахунок 
збільшення співвідношення повітря / паливо [5]. 
Останнім часом були опубліковані різні 
підходи до керування систем EGR і VGT шляхом 
зміни положення пропускного клапана 
рециркуляції газів та регулювання пропускної 
здатності турбокомпресора. Так, Кук (Cook) [2] 
та Янковіч (Jankovic) [6] представили хороший 
огляд різних методів та технологій керування 
системами EGR та VGT дизельних двигунів. 
Підхід Ляпунова був використаний і 
експериментально перевірений Колмановським 
[7]. 
У цій роботі ми зосереджуємо увагу на 
розробці управляючої функції Ляпунова (Control 
Lyapunov Function, далі - CLF) для контролера на 
базі нелінійної динамічної моделі дизельного 
двигуна. В [8-13] були розглянуті подібні 
проблеми розробки контролера.  Наша стаття є 
продовженням та розширенням попередньої 
роботи Кузьмич [14] та роботи Янковіч (Jankovic) 
[15]. В даній роботі розробляється нелінійне 
оптимальне керування, що базується на методі 
CLF [6]. Ми пропонуємо новий спосіб 
обчислення параметрів управляючої функції 
Ляпунова для досягнення стійкості і 
оптимального критерію керування. Нерівність 
для похідної Лі функції Ляпунова можна 
розглядати як вираз,  що містить функцію суми 
квадратів. Розв’язок цієї нерівності наближено 
може бути отриманий для параметрів функції 
Ляпунова з допомогою інструмента SOSTOOLS в 
середовищі MatLab [16]. Для заданого 
квадратичного цільового функціоналу, процедура 
використання SOS (Sum-of-Square) розкладу 
полінома дозволяє знайти оптимальну 
управляючу функцію Ляпунова, що забезпечує 
стійкість контролера та зводить до мінімуму 
витрати.  SOS  являє собою потужний і 
перспективний метод, який широко 
використовується в останні роки авторами 
Праджна (Prajna) [17], Чжен (Zheng) [18] і Танака 
(Tanaka)  [19].  Це базовий метод,  який дозволяє 
розробити оптимізаційний алгоритм знаходження 
керування з допомогою функції Ляпунова, що 
базується на основі ітераційної процедури. 
Результатом цього є отримання керування за 
допомогою технології Sum-of-Squares 
програмування. 
Запропонований підхід дозволяє замість 
використання тривіальної квадратичної функції 
Ляпунова, що розглянуто в [15] перейти до більш 
загальної функції Ляпунова з додатковими 
ступенями свободи. Можливість маніпулювання і 
підбору параметрів згідно умов стійкості 
сприятимуть розширенню області стійкості 
нелінійної системи, і як результат - поліпшенню 
якості керування. Адаптувавши більш “гнучку” 
функцію Ляпунова та використавши ефективний 
обчислювально-оптимізаційний підхід до 
проектування закону керування, отримуємо 
більше свободи для досягнення вищого рівня 
продуктивності та ефективне управління. 
Теоретично, в порівнянні з тривіальними 
квадратичними функціями Ляпунова, ці 
узагальнені функції Ляпунова допоможуть 
знайти найкращу відповідність поверхонь рівня 
адаптованої функції Ляпунова і побудувати 
результуючий нелінійний закон керування згідно 
оптимізаційного критерію якості. 
Обчислювально, це призводить до систематичної 
процедури обрахування коефіцієнтів функції 
Ляпунова, що можна виконати з допомогою SOS-
програмування.  
 
1. Динамічна модель дизельного двигуна 
з турбонаддувом 
Розглянемо модель дизельного двигуна, 
оснащеного турбокомпресором змінної геометрії 
(VGT) і системою рециркуляції відпрацьованих 
газів (EGR).  Введемо припущення,  що всі 
термодинамічні властивості повітряного потоку і 
зміна температур впускного і випускного 
колектора є незначними. Цей підхід був 
запропонований Янковіч (Jankovic) [15]. У цій 
статті ми також використовуємо підхід 
Вальстрем (Wahlstrom) [1] для моделювання 
повітряного потоку через циліндр і масового 
потоку  через   системи   EGR і VGT. Принципова 
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схема дизельного двигуна показана на рис. 1. 
Турбокомпресор складається із турбіни 
змінної геометрії і компресора, встановлених на 
одному валу. Турбіна отримує енергію від 
вихлопних газів для живлення компресора. 
Суміш повітря з компресора і відпрацьованого 
газу,  що надходить через EGR  клапан 
нагнітається з впускного колектора в циліндри. 
Паливо вприскується безпосередньо в циліндри і 
згоряє, виробляючи крутильний момент для 
колінчастого валу. Гарячий вихлопний газ 
відкачується через випускний колектор. Частина 
вихлопних газів витікає з випускного колектора 
через турбіну назовні, а інша частина 
рециркулює назад у впускний колектор. 
 
 
Рис. 1. Схема дизельного двигуна 
Динамічна модель має три змінні стану: тиск 
впускного колектора imp , тиск випускного 
колектора еmp , потужність компресора CP , які 
описують основну динаміку і найбільш важливі 
системні властивості. Отже, вектором стану 
системи є ),,( Cemim Pppx = .  
Таким чином, динамічна модель системи має 
вигляд (див. для деталей [14]): 
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Тут нелінійні функції мають вигляд: 
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Базуючись на викладках наведених у [14], 
метою керування є регулювання виходів  
d
CC WWy -=1 , degregr WWy -=2                 (2) 
до нуля. Позначимо egrWu =1  та tWu =2  - два 
входи системи, що мають зміст масових потоків 
через системи EGR та VGT відповідно. 
Припустимо, що необхідні цільові значення 
змінних можуть бути визначені шляхом 
маніпулювання EGR  та VGT  приводів,  тобто 
зміною положень клапану egrk  і пропускної 
здатності vgtk . При такому підході треба певним 
чином інвертувати моделі потоків, щоб отримати 
положення клапану EGR і положення лопастей 
VGT, які є керуючими входами до моделі. 
 
2. Методологія розробки керування 
Мета розробки закону керування полягає в 
регулюванні складу паливно-повітряної суміші 
(AF)  і фракції рециркульованого газу (EGR)  до 
відповідних бажаних значень, які визначаються зі 
статичних даних двигуна з допомогою формул: ( )frefref WNAFAF ,= , ( )frefref WNEGREGR ,= . 
Відповідні статичні карти бажаних значень 
генеруються через проведення серії 
експериментів на основі балансу між 
максимальною економією палива та мінімальним 
значенням шкідливих викидів оксидів азоту. 
Отже,  в той час як бажані значення для AF  
визначають продуктивність двигуна і 
запобігають диму, регулювання фракції 
рециркульованого газу EGR прагне звести до 
мінімуму кількість викидів оксидів азоту. 
Відповідний набір операційних точок паливно-
повітряної суміші і фракції EGR може бути 
перетворений в набір точок для масових потоків 
газів через компресор dcW  і через систему 
рециркуляції відпрацьованих газів  degrW , 
використовуючи їх зв'язки в стійкому стані (див. 
Уткін (Utkin) [9-10] для додаткових відомостей). 
Розглянемо задачу знаходження 
оптимального    керування   )(xU    для    системи 
uxgxfx )()( +=&                         (3) 
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з наступними властивостями: 
- )(xU  досягає асимптотичної стійкості рівноваги; 
- )(xU  мінімізує функціонал 
( )ò
¥
+=
0
)()( dtuxRuxlJ T               (4) 
Робастність оптимального керування 
випливає з рівняння Гамільтона-Якобі-Беллмана 
( ) 0)()()(
4
1)()( 1 =-+ - Tggf xVLxRxVLxVLxl      (5) 
0)( =xV , що задовольняє оптимальне значення 
функції )(xV . Позначення )(xhLp  означає 
похідну Лі функції )(xh  уздовж векторного поля 
)(xp : ( ) )(/)( xpxhxhLp ¶¶= . 
Використаємо метод, наведений у Янковіч 
(Jankovic) [15] для розробки закону керування, 
але замість квадратичної функції Ляпунова ми 
пропонуємо більш загальну функцію Ляпунова, 
яка включає компоненти, що містять добутки 
станів системи.  Це робить цю функцію більш 
"гнучкою", забезпечуючи додаткові ступені 
свободи, щоб довести стійкість системи. 
Теорема (оптимальність і стійкість) Янковіч 
(Jankovic) [20]. 
Припустимо, що існує додатна 
напіввизначена функція )(xV , яка задовільняє 
рівняння Гамільтона-Якобі-Белмана (5) так, що 
керування зі зворотнім зв’язком 
( )( ) ( )xxVLxRxu Tg )(2
1)( 1--=  досягає асимптотич-
ної стійкості рівноваги при 0=x . Тоді )(xu  є 
оптимальним стабілізуючим керуванням, яке 
мінімізує (4) для всіх )(xu  гарантуючи 
0)(lim =¥® txt  і )(xV  є оптимальним значенням 
функції. Доведення див. в [20]. 
Для розробки надійного контролера для 
дизельного двигуна ми використовуватимемо в 
роботі метод, що застосовується до нелінійної 
системи виду (3), для якої управляюча функція 
Ляпунова )(xV  відома. Управляюча функція 
Ляпунова CLF є гладка, позитивно визначена 
функція,  така,  що для всіх 0¹x  існує керування 
)(xu , що задовольняє умову: 
( ) 0)()( <¶
¶+¶
¶= uxg
x
Vxf
x
VxV&             (6) 
Ці умови є еквівалентні умовам 0)( =xVLg  Þ  
0)( £xVL f . Для відповідно вибраної позитивної 
скалярної     функції     )(×g     закон       керування 
отримується з допомогою перетворення:  
( )( )( ) ( )xVLxVxu Tgg2
1)( -=                (7) 
Це керування є глобально стабілізуюче та 
оптимальне. Для цільового функціоналу 
використовується IxR =)( . Закон керування 
може бути спрощений шляхом вибору 
0))(( gg =xV  де 00 >g  - стала. Глобальна 
стійкість втрачається, але оптимальність і 
асимптотична стійкість можуть бути досягнуті. 
Виконаємо лінеаризацію системи (1) 
методом зворотної трансформації “вхід-вихід” 
(детально у [14, 15]). Отримаємо лінеаризовану 
систему: 
ï
ï
ï
î
ïï
ï
í
ì
--+÷
ø
öç
è
æ -=
=
=
211
22
11
1 w
k
bkwkfybkz
wy
wy
e
z
zzz t
&
&
&
      (8), 
де                         
ab
kpk imz +=
- 11mm                         (9) 
( ) ÷÷ø
ö
ççè
æ -++÷
ø
öç
è
æ -= bpkkW
k
kbwbkf imef
e
d
czz 2
21
t   (10) 
і ( )mm eimim ppz -= є функціями стану [14]. 
 
3. Побудова управляючої функції Ляпунова  
та контролера 
Для проектування робастного контролера 
побудуємо управляючу функцію Ляпунова у 
вигляді: 
2162514
2
3
2
22
2
1121 ),,( yyczyczyczcycyczyyV +++++=
(11) 
Згідно з визначенням,  для того,  щоб V  була 
управляючою функцією для системи (10), 
повинна виконуватись нерівність 
0£+= VuLVLV gf . Будемо використовувати 
еквівалентну умову: з того, що 0=VLg  випливає, 
що похідна Лі 0£VL f  для всіх 0),,( 21 ¹zyy . В 
процесі розробки закону керування, отримуємо 
достатню умову того, щоб V була CLF. Після 
правильно вибраної позитивної скалярної функції 
0g  одержимо закон керування у формі: 
( ) ( )xVLxu Tg02
1)( g-=                 (12) 
Теорема 1. Для того, щоб функція (11) була 
CLF  для системи (8)  достатньо,  щоб 
виконувались умови  
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{ }ïï
î
ï
ï
í
ì
×>
>
>
zdd
d
d
max
2
1
0
0
12
2
1
                     (13) 
де      ( ) 21225214321 12 cbkcccccd z ÷ø
öç
è
æ -++= t         (14) 
( )
1
2252143
2 2
2
d
fcccccd z++=                          (15)  
41
46
11 2 ckc
c
k
bkc
c
z
e
z
-
-
=                              (16)  
( )
( )651152
431153
22
2
22
cckcc
k
bkc
cckccc
k
bk
c
z
e
z
z
e
z
-+-
---
=             (17) 
22
41
65
41
43
21 22
2 c
ckc
cck
ckc
cckc
z
z
z
z ÷÷ø
ö
ççè
æ
-
-+÷÷ø
ö
ççè
æ
-
-=      (18) 
Тут 212211 ,, ссс  є функціями станів (див.  [14]  
для більш докладної інформації). Побудувавши 
CLF, ми використовуватимемо її, щоб отримати 
оптимальний закон керування з гарантованим 
властивостями робастності. Оскільки V  є CLF  
для лінеаризованої системи (8), то вона буде 
також управляючого функцією Ляпунова і для 
вихідної системи (1), що отримана шляхом 
зворотної трансформації. Тоді закон керування 
набуває вигляду: 
÷÷ø
ö
ççè
æ
-=÷÷ø
ö
ççè
æ
vL
vL
v
v
g
g
2
1
0
2
1
2
1 g . 
Для системи (8), при imim ppz &&
1-= mm  загальна 
похідна V  матиме вигляд:  
( )×++= 264112 yczcycV&
( ) ( ) +úû
ù
êë
é +-+--+-× 2111
1 buauWypkWya dcime
d
c t  
( ) ( )[ ]+-+++++ 22122165222 ukukWkpkyczcyc feim
( ) ×++- 251431 2 ycyczcpimmm ( )( )111 upkWyk imedc +-+                     
(19) 
Отримуємо: 
( )+++-= -11426111 2 mmpkckccayvLg
( )+++-+ -11152262 2 mmpkcckacy  
( )1113524 2 -++-+ mmpkcckacz                              (20) 
( ) ( )+-+-= 226262112 22 ckbcyckcbyvLg
( )524 ckbcz -+ . 
Будемо позиціонувати керування в їх заданих 
бажаних значеннях (операційних точках) 
d
egrWuv -= 11 , ( )fdc WWuv +-= 22 .  
Виберемо матрицю зі сталими коефіцієнтами  
÷÷
÷
ø
ö
çç
ç
è
æ
=
2
1
0
0
0
g
g
g , яка забезпечує додатковий 
ступінь свободи в налаштуванні контролера для 
досягнення стабільності. Після відповідних 
перетворень остаточно отримуємо закон 
керування: 
( )( )[ +++--= -11426111 2 mmg pkckcacWWv dcc
( )( )+++--+ -1115226 2 mmpkcckacpp eemem  
( ) ( )]2 1113524 -++-÷øöçèæ -+ mmm mpkcckacpp eimim      (21) 
( )( ) ( ) ×êëé ÷øöçèæ -+--=
mmg eimimdcc ppckbcWWv 62122 2
( ) ( ) ( )]2 524226 ckbcppckbc eimim -÷øöçèæ -+-× mm         (22) 
Результати моделювання контролера можна 
побачити в роботі Кузьмич [14].  
 
4. Поверхні рівня управляючої функції 
Ляпунова 
Розглянемо функцію Ляпунова (11) у формі:  
( ) ),,(,, 2121 zyyPzyyV T=               (23), 
де 
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
è
æ
=
333231
232221
131211
ppp
ppp
ppp
P  і 111 pс = , 222 pс = , 333 pс = , 
12214 ppс += , 13315 ppс += , 23326 ppс += .  
Шляхом вибору параметрів функції 
Ляпунова, можна отримати різні форми та 
розміри поверхонь рівня функції Ляпунова як 
показано далі. 
Звернемо увагу, що умова 0<VL f  є 
функціональною нерівністю залежною від стану 
системи. Вона може бути вирішена шляхом 
перетворення її в задачу SOS  оптимізації з 
використанням програмної технології SOS. Для 
перетворення виразу 0<VL f  в алгоритмізовані 
умови SOS, потрібно додати деякі обмеження у 
вигляді 0)( <xR . Тоді модифікована умова 
стабілізації керування зворотного зв'язку в 
термінах SOS буде: мінімізувати функцію )(xR  
так, що виконується умова: 
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( ) +ççè
æ ÷
ø
öç
è
æ -++- 2122521432
12 cbkcccccz z t
( ) ) SOSxRfcccccz z Î++++ )(2 2252143           (24) 
при умові 01 >÷
ø
öç
è
æ - tb  . 
Основні кроки оптимізаційного 
обчислювального алгоритму: 
-маючи умову 01 =VLg , 02 =VLg  і 0<VL f  
для управляючої функції Ляпунова V, 
розв’яжемо задачу SOS-декомпозиції (24); 
-маючи початкові значення констант 
654321 ,,,,, сссссс  функції Ляпунова (23),  
розрахуємо 1с  за результатами рішення SOS-
задачі; 
-виконується перевірка умови 0>V , для 
розрахунку критерію якості J;  
-після цього шляхом ітеративного підбору 
параметрів, перевіряють умову J→min.  
Застосовуючи ітеративний алгоритм, 
отримуємо стабілізований стан системи при 
тому, що помилка оцінки прямує до нуля. 
 
5. Результати моделювання 
1) Для параметрів 004.012 =p , 0061.013 =p , 
021.021 =p , 01.022 =p , 01.023 =p , 01.031 =p , 
01.032 -=p , 3.033 =p , ми розрахуємо 2.31 =с . 
Отримаємо 
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
è
æ
-
=
3.001.001.0
01.001.0021.0
0061.0004.02.3
M  . 
Функція Ляпунова 6.3=V . Моделювання форми 
і поверхні рівня функції Ляпунова можна бачити 
на рис.2. 
 
Рис. 2. Функція Ляпунова та поверхні рівня, 
отримані в експерименті (1). 
2) 009.012 =p , 011.013 =p , 071.021 =p , 
4.022 =p , 07.023 =p , 09.031 =p , 05.032 -=p , 
3.033 =p , ми розрахуємо 15.4891 =с .  
Отримаємо матрицю: 
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
è
æ
-
=
205.009.0
07.04.0071.0
011.0009.015.489
M  . 
Функція Ляпунова 7.491=V . Можна побачити 
результати моделювання на рис. 3. 
 
 
Рис. 3. Функція Ляпунова та поверхні рівня, 
отримані в експерименті (2). 
 
3) 004.012 =p , 091.013 =p , 011.021 =p , 
02.022 =p , 001.023 =p , 03.031 =p , 01.032 -=p , 
1.033 =p , ми розрахуємо 05.11 =с  і отримаємо 
матрицю 
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
è
æ
-
=
1.001.003.0
001.002.0011.0
0091.0004.005.1
M  .  
Функція Ляпунова 21.1=V ,  це можна бачити на 
рис. 4. 
 
 
Рис. 4 Функція Ляпунова та поверхні рівня, 
отримані в експерименті (3). 
 
4) 012 =p , 013 =p , 021 =p , 02.022 =p , 
001.023 =p , 003.031 =p , 032 =p , 1.033 =p , ми 
розрахуємо 13.21 =с  і отримаємо 
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
è
æ
=
1.00003.0
001.002.00
001.2
M .  
Функція Ляпунова 25.2=V  (див. рис. 5). 
83
Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  
2016, 4 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  
Series Physics & Mathematics 
 
 
 
 
 
Рис.5. Функція Ляпунова та поверхні рівня, 
отримані в експерименті (4). 
 
Порівняння функцій Ляпунова для 
моделювання (3) і (4) представлене на рис.6, і 
функції моделювання Ляпунова (1),  (3)  і (4)  
показані на рис. 7. 
 
 
 
Рис.6. Порівняння функцій Ляпунова отриманих 
в експериментах (3) та (4). 
 
Рис. 7. Порівняння функцій Ляпунова отриманих 
в експериментах (1), (3) та (4). 
 
Оптимальний підбір параметрів в рамках 
виконання умов стійкості нелінійної системи 
покращує продуктивність контролера. Це 
забезпечує більшу свободу досягнення високого 
рівня продуктивності для результуючих 
коефіцієнтів підсилення контролера шляхом 
адаптації функції Ляпунова та використання 
обчислювального алгоритму оптимального 
вибору. Така узагальнена форма функції 
Ляпунова, забезпечує отримання найкращих її 
параметрів та в результаті - побудову нелінійного 
закону керування такого, що забезпечує 
екстремум цільового функціоналу. Процедура 
обчислення їх базується на використанні SOS 
програмування.  
 
Висновки 
В даній статті представлено спосіб пошуку 
найкращої форми управляючої функції Ляпунова 
та на основі цього обчислення параметрів 
керування для досягнення оптимального 
критерію якості. Перевірено різні форми функцій 
Ляпунова для того, щоб отримати більш високу 
продуктивність при використанні узагальненої 
форми функції Ляпунова із додатковими 
ступенями свободи. Це дає кращу продуктивність 
керування і глобальну збіжність системи 
помилок. У майбутніх дослідженнях планується 
вдосконалити алгоритм оптимізації та провести 
його апробацію на реальних даних для 
операційних точок контролера дизельного 
двигуна. 
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